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Η συνάρτηση  ( ) ( )
α

= ∫
x

F x f t dt  

 

 

∆ρ. Παναγιώτης Λ. Θεοδωρόπουλος 
Σχολικός Σύµβουλος ΠΕ03 
e-mail@p-theodoropoulos.gr 

 

  

 

Κατά την διδασκαλία της παραπάνω συνάρτησης θα πρέπει: 
 

1.  Να δοθεί ιδιαίτερη βαρύτητα στην υπερπήδηση του επιστηµολογικού εµπο-

δίου που δηµιουργείται σχετικά µε την κατανόησή της, διότι οι µαθητές µέχρι 

τη στιγµή που θα διδαχθούν την σχετική ενότητα έχουν την αντίληψη ότι µία 

συνάρτηση εκφράζεται µόνο µε την βοήθεια των συµβατικών συναρτήσεων 

(πολυωνυµικών, τριγωνοµετρικών κλπ.). 
    

     Γι’ αυτό, καλό θα είναι η παραπάνω συνάρτηση να διδαχθεί µε εποπτικό 

τρόπο, ώστε οι µαθητές να δουν τη δηµιουργία µιας τέτοιας συνάρτησης µε 

βασική ιδέα την µονοσήµαντη αντιστοίχιση και να οδηγηθούν µόνοι τους στον 

ορισµό της.    
      

    Για τον σκοπό αυτό έχω δηµιουργήσει το εφαρµογίδιο (applet) GeoGebra: 
 
 

http://tube.geogebra.org/student/m672911 
 
 

στο οποίο φαίνεται εποπτικά η δηµιουργία τέτοιων συναρτήσεων καθώς και 

κάποιες από τις ιδιότητές τους.  
 

     Στην βιβλιογραφία η ύπαρξη µιας τέτοιας συνάρτησης µε την χαρακτηρι-

στική ιδιότητα που έχει σχετικά µε την παράγωγό της είναι γνωστή ως «1
ο
 θε-

µελιώδες θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού» και σε µερικά βιβλία διατυπώ-

νεται όπως και στο σχολικό (βλέπε ∆. Κάππος, Απειροστικός Λογισµός, 1962), 

ενώ σε άλλα µε την γενική του µορφή, που είναι: 
 

Θεώρηµα: Έστω  f  µία συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και ολοκληρώ-

σιµη κατά Riemann σε κάθε κλειστό υποδιάστηµα του ∆. Αν α∈ ∆, τότε ορίζεται 

η συνάρτηση ( ) ( )
α

= ∫
x

F x f t dt  για κάθε x∈ ∆, η οποία για κάθε σηµείο ξ του ∆ 

που η  f  είναι συνεχής ισχύει  F΄(ξ) = f(ξ).   
 

     Να σηµειωθεί ότι, για να είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann µία συνάρτη-

ση  f σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β], η συνέχεια της  f  είναι µόνο ικανή συν-

θήκη όχι και αναγκαία.  

 

2.  Να τονιστεί ότι και αυτή η συνάρτηση συµπεριφέρεται όπως και οι υπόλοι-

πες. Γι’ αυτό θα πρέπει να λυθούν πολλές ασκήσεις οι οποίες θα αναφέρονται 

στο πεδίο ορισµού, στο όριο, στη σύνθεση, στην παράγωγο, στο ολοκλήρωµα 
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και γενικά στην µελέτη συναρτήσεων αυτού του είδους, ώστε να συνειδητο-

ποιήσουν οι µαθητές ότι ως προς τις ιδιότητες και την συµπεριφορά οι συναρ-

τήσεις αυτές δεν διαφέρουν από τις υπόλοιπες συναρτήσεις.  

 

3.  Να δοθεί ιδιαίτερη προσοχή και στην παραγωγισιµότητα της F και να τονι-

στεί ότι είναι µία παράγουσα της  f  και πως έτσι αποδεικνύεται ότι κάθε συνε-

χής συνάρτηση έχει παράγουσα. 

     Θα πρέπει όµως να επισηµανθεί ότι ο εποπτικός τρόπος εξαγωγής της πα-

ραγώγου της F που υπάρχει στο σχολικό βιβλίο δεν αποτελεί τυπική απόδειξη. 

Απλά το συµπέρασµα εξάγεται διαισθητικά.   

     Στο παραπάνω εφαρµογίδιο ο εποπτικός τρόπος εξαγωγής της παραγώγου 

της F δίνεται µε δυναµικό τρόπο. Όµως, ίσως να µην πεισθούν ή να µην ικανο-

ποιηθούν κάποιοι µαθητές. Γι’ αυτό, στο εφαρµογίδιο αυτό προβάλλεται σε 

δεύτερο παράθυρο µια γεωµετρική απόδειξη, η οποία µπορεί να παρουσιαστεί 

και στους µαθητές και να λειτουργήσει πιο πειστικά ικανοποιώντας και τους 

πιο απαιτητικούς µαθητές. 
 

     Μια πιο αυστηρή τυπική απόδειξη του θεωρήµατος δίνεται παρακάτω. Την 

απόδειξη αυτή την έχω προσαρµόσει στον συµβολισµό του σχολικού βιβλίου. 

Φυσικά δεν µπορεί να δοθεί στους µαθητές, αφού στηρίζεται στον ορισµό του 

ορίου που είναι εκτός ύλης. ∆ίνεται µόνο για δική µας επιστηµονική κάλυψη.    

 

Απόδειξη του θεωρήµατος 
 

     Η συνέχεια της  f  στο  x∈∆ σύµφωνα µε τον ορισµό της συνέχειας σηµαίνει 

ότι: 
 

 0,   0 ε δ∀ > ∃ > τέτοιο ώστε για κάθε πραγµατικό αριθµό h µε  |h| < δ  και   
 

x + h ∈ ∆  ⇒  ( ) ( )f x h f x ε+ − < .   

 

     Έστω λοιπόν ένα  ε > 0. Υπάρχει  δ > 0 που εξαρτάται από το ε,  δηλαδή:  

δ = δ(ε), ώστε να ισχύει η παραπάνω συνεπαγωγή. 

Για κάποιο h που ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη έχουµε: 
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Αποδείξαµε δηλαδή ότι:  

 

 0,   0 ε δ∀ > ∃ > τέτοιο ώστε για κάθε πραγµατικό αριθµό h µε  |h| < δ  και   

 

x + h ∈ ∆   ⇒  
( ) ( )

( )
F x h F x

f x
h

ε
+ −

− < . 

 

 

Άρα: 

 

0

( ) ( )
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= = . 


