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Πρόλογος 
 

Στην εργασία αυτή αναδεικνύεται ο σταθµικός µέσος ως ο γενικός µέσος για τα δια-

κριτά µεγέθη και τονίζεται η συσχέτισή του µε την µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλη-

τής στη Θεωρία Πιθανοτήτων αλλά και γενικότερα µε την µέση τιµή µιας συνάρτη-

σης (δείτε Θ.Μ.Τ. ∆ιαφορικού και Ολοκληρωτικού Λογισµού). Επίσης, γίνεται και 

διασύνδεση όλων αυτών των εννοιών µε την αντίστοιχη έννοια της Φυσικής που είναι  

το κέντρο βάρους ή κέντρο µάζας ενός σώµατος.  

 
Κέντρο βάρους ενός συστήµατος ν σωµάτων  
    

Ας ξεκινήσουµε, ως εισαγωγή, µε την έννοια του κέντρου βάρους ενός συστήµατος ν 

σωµάτων µε ν > 1.  

Υποθέτουµε ότι σε ένα τεντωµένο σύρµα αµελητέου βάρους (δείτε σχήµα 1) στα ση-

µεία µε τετµηµένες x1,  x2, … , xν (για την βαθµολόγηση του σύρµατος θεωρούµε ως αρ-

χή ένα οποιοδήποτε σηµείο του) είναι προσαρµοσµένα ν σώµατα (ν > 1) µε βάρη Β1, 

Β2, … , Βν ή µε µάζες m1, m2, … , mν  αντίστοιχα.   

 

 
 

Σχήµα 1  

 
Ζητάµε το κέντρο βάρους του παραπάνω συστήµατος, δηλαδή εκείνο το σηµείο του 

σύρµατος στο οποίο αν στηριχθεί το σύστηµα, τότε αυτό θα ισορροπεί. Έστω λοιπόν 

x  η τετµηµένη του σηµείου αυτού. Σύµφωνα µε τον νόµο των ροπών πρέπει το αλ-

γεβρικό άθροισµα των ροπών των βαρών των ν σωµάτων ως προς το σηµείο x  να 

είναι ίσο µε µηδέν, δηλαδή πρέπει να ισχύει η σχέση: 
 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0x x x x x xν νΒ − + Β − + ⋅ ⋅ ⋅ + Β − =  
 

ή ισοδύναµα η σχέση: 
 

0)()()( 2211 =−+⋅⋅⋅+−+− νν xxmxxmxxm , 
 

από την οποία παίρνουµε: 
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Αν όλα τα σώµατα έχουν την ίδια µάζα, τότε το κέντρο βάρους ή κέντρο µάζας του 

συστήµατος αυτού είναι το σηµείο µε τετµηµένη:   
 

1 2

1 1

1 1
 i i

i i

x x x
x x x

ν ν
ν

ν ν ν= =

+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
= = =∑ ∑ . 

 

Όµοια, αν τοποθετήσουµε τρία σώµατα µε βάρη Β1, Β2  και Β3 ή µε µάζες m1, m2 και m3  

αντίστοιχα στις κορυφές Α, Β και Γ ενός τριγώνου ΑΒΓ αµελητέου βάρους (δείτε σχή-

µα 2), τότε θεωρώντας στο επίπεδο του τριγώνου ΑΒΓ ένα ορθοκανονικό σύστηµα α-

ναφοράς δύο αξόνων βρίσκουµε ότι οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους G ( ,  )x y  

(σηµείο ισορροπίας) του συστήµατος αυτού είναι:  
 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

m x m x m x
x

m m m

+ +
=

+ +
       &      1 1 2 2 3 3
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=
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Σχήµα 2  
 

Για να ισορροπεί το παραπάνω σύστηµα των τριων σωµάτων, πρέπει το αλγεβρικό ά-

θροισµα των ροπών των βαρών των σωµάτων ως προς τους άξονες x x=  και y y=  να 

είναι ίσο µε µηδέν, δηλαδή πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις:  
 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0x x x x x xΒ − + Β − + Β − =    και 
 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0y y y y y yΒ − + Β − + Β − = . 
 

Από τις σχέσεις αυτές εξάγονται οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους του συστήµα-

τος που αναφέρονται παραπάνω ( τύποι (2) ). 
 

Να σηµειωθεί ότι το σύστηµα αυτό των τριων σωµάτων ισορροπεί και αν στηριχτεί 

σε καθέναν από τους άξονες x x=  και y y=  (άξονες ισορροπίας). Η τοµή των δύο 

αξόνων ισορροπίας είναι το κέντρο βάρους του συστήµατος.  

Αν τα τρία σώµατα έχουν ίσα βάρη, τότε οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους 

G ( ,  )x y  είναι:  

1 2 3

3

x x x
x

+ +
=       &     1 2 3
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y y y
y
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Μπορούµε να παραβάλουµε τις συντεταγµένες του κέντρου βάρους του παραπάνω 

συστήµατος των τριων σωµάτων στην περίπτωση που τα σώµατα έχουν ίσα βάρη µε 

τις συντεταγµένες του βαρύκεντρου ενός τριγώνου (δείτε [1], σελ. 36). 
  

Επίσης, εκείνο που πρέπει να σηµειωθεί ακόµη είναι ότι η παραπάνω διαδικασία 

µπορεί να γενικευθεί τοποθετώντας ν σώµατα, όπου ν > 3, σε ισάριθµα σηµεία. Εδώ 

όµως πρέπει να διακρίνουµε δύο περιπτώσεις, δηλαδή αν τα ν σηµεία είναι στο ίδιο 

επίπεδο ή όχι. Και στις δύο περιπτώσεις προκύπτουν µε τον ίδιο τρόπο ανάλογοι τύ-

ποι. Για παράδειγµα, αν τα σώµατα έχουν ίσα βάρη και τα σηµεία δεν είναι στο ίδιο 

επίπεδο, τότε θεωρώντας ένα ορθοκανονικό σύστηµα αναφοράς τριων αξόνων βρί-

σκουµε ότι οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους G ( , , )x y z του συστήµατος είναι: 
 

   1 2x x x
x ν

ν
+ + ⋅ ⋅ ⋅ +

= ,    1 2y y y
y ν

ν
+ + ⋅ ⋅ ⋅ +

=      και    1 2z z z
z ν

ν
+ + ⋅ ⋅ ⋅ +

=  

 

ή σε διανυσµατική µορφή 
1

1
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, όπου ( , , ),
i i i i

r x y z=
r

 i = 1, 2, …,ν  τα διανύ-

σµατα θέσης των αντίστοιχων σηµείων. Αν τα σώµατα έχουν διαφορετικές µάζες mi,  

i = 1, 2, …, ν, τότε το διάνυσµα θέσης του κέντρου βάρους είναι το διάνυσµα:  
 

1

1
CM i i

i

r m r
m

ν

ολ =
= ∑

r r
,   όπου

1

 .i

i

m m
ν

ολ
=

= ∑  

 
Μέση τιµή ν αριθµών  
 

Ο αριθµός: 

1 2

1 1

1 1
 i i

i i
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ν
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που είδαµε παραπάνω, λέγεται αριθµητικός µέσος των ν (ν > 1) αριθµών x1, x2,  … , xν   

και όπως γνωρίζουµε είναι ένα πολύ καλό µέτρο θέσης για τα δεδοµένα µιας ποσοτι-

κής µεταβλητής στη Στατιστική.  
 

Ο αριθµητικός µέσος των αριθµών x1, x2,  … , xν είναι ο µοναδικός πραγµατικός αριθ-

µός x  για τον οποίο ισχύει η σχέση ∑ =−
ν

=1
0)(

i

xxi , δηλαδή το αλγεβρικό άθροισµα 

των διαφορών του από τους αριθµούς x1,  x2,  … , xν είναι ίσο µε µηδέν. 
 

Αν οι αριθµοί x1, x2, … , xν λαµβάνονται µε διαφορετικό συντελεστή βαρύτητας ο κα-

θένας, έστω w1, w2,  … , wν αντίστοιχα (wi > 0,  i = 1, 2, …, ν), τότε αναζητούµε τον 

αριθµό x  (µέση τιµή), ώστε να ισχύει η ισότητα: 
 

∑ =−
ν

=1
0)(

i

xxw ii , 

από την οποία παίρνουµε:  
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Ο παραπάνω αριθµός λέγεται σταθµικός µέσος (weighted mean) των αριθµών x1, x2, 

…, xν  που λαµβάνονται µε συντελεστές βαρύτητας w1, w2,  … , wν αντίστοιχα (δείτε [2], 

σελ. 87). Ο αριθµητικός µέσος είναι η ειδική περίπτωση του σταθµικού µέσου όπου 

οι συντελεστές βαρύτητας των αριθµών είναι όλοι ίσοι µε 1. 
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Μπορούµε να παραβάλουµε την έκφραση του σταθµικού µέσου (τύπος (3)) µε τις πα-

ραστάσεις στους τύπους (1) και (2) των συντεταγµένων του κέντρου βάρους των σω-

µάτων στην περίπτωση που τα σώµατα έχουν διαφορετικές µάζες.  
 

Υπογραµµίζεται ότι ο σταθµικός µέσος ν αριθµών (ν > 1) είναι η γενική περίπτωση 

µέσου για τα διακριτά µεγέθη, αφού και οι άλλοι δύο γνωστοί µέσοι αριθµοί ν θετι-

κών αριθµών, ο γεωµετρικός και ο αρµονικός, όπως αποδεικνύεται στην εργασία1 

[7] αλλά και στα παρακάτω θεωρήµατα είναι ειδικές περιπτώσεις σταθµικού µέσου. 

∆ηλαδή για την εξαγωγή του γεωµετρικού και του αρµονικού µέσου ν (ν > 1) θετικών 

αριθµών x1,  x2,  … ,  xν  κάθε αριθµός συµµετέχει µε ειδικό συντελεστή βαρύτητας.  
 

Θεώρηµα 1: Για οποιουσδήποτε ν, όπου ν ≥≥≥≥ 2, θετικούς πραγµατικούς αριθµούς 

1 2,  ,  ..., x x xν  υπάρχουν θετικοί αριθµοί 1 2,  ,  ...,  w w wν τέτοιοι, ώστε ο γεωµετρι-

κός µέσος των αριθµών αυτών να εκφράζεται ως εξής: 
 

1 1 2 2

1 2

1 2

...
...

...

w x w x w x
G x x x

w w w

ν νν
ν

ν

+ + +
= ⋅ ⋅ ⋅ =

+ + +
.     

 

Απόδειξη 

   

Αν θέσουµε:  
 

1 2 1 2 2

1 2 3 2 3 4 1

1 2 1 2

1 1 2 1 2 1

... ,         ... ,   ... ,  

 ...        και      ...

w x x x w x x x x

w x x x w x x x

ν ν ν νν ν
ν ν

ν ν ν νν ν
ν ν ν ν ν

− − − −

− − − −
− − −

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

 

 

τότε εύκολα αποδεικνύεται (πολλαπλασιάζουµε χιαστί κλπ.) ότι ισχύει: 

 

( ) ( ) ( )
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1
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ν
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ν ν ν ν

ν ν ν ν ν νν ν ν
ν ν ν

ν
ν
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⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅
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⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ µετρικός µέσος).

 

 

Σχόλιο: Στην απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος παρατηρούµε ότι για τον προσδι-

ορισµό των συντελεστών βαρύτητας 1 2,  ,  ..., w w wν  των θετικών αριθµών 

1 2,  ,  ..., x x xν αντίστοιχα για την εξαγωγή του γεωµετρικού τους µέσου, όπου ο συντε-

λεστής βαρύτητας κάθε αριθµού εκφράζεται ως συνάρτηση των υπόλοιπων αριθµών, 

                                                 
1
 Στην εν λόγω ερευνητική εργασία, η οποία είχε ως αρχικό σκοπό την από κοινού γενίκευση της αριθ-

µητικής και γεωµετρικής προόδου, προέκυψε ότι ο γεωµετρικός και αρµονικός µέσος είναι ειδικές πε-

ριπτώσεις σταθµικού µέσου. Έτσι λοιπόν διατύπωσα και απόδειξα το σχετικό θεώρηµα που περιέχεται 

στην εργασία αυτή. Προσωπικά δεν γνωρίζω αν υπάρχει άλλη δηµοσιευµένη σχετική απόδειξη. Αν 

κάποιος συνάδελφος γνωρίζει κάτι τέτοιο τον παρακαλώ πολύ να µε ενηµερώσει και θα του είµαι ευ-

γνώµων γι’ αυτό. 
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χρησιµοποιείται κυκλικά η διάταξη των αριθµών αυτών (κυκλική µετάθεση). Συµπε-

ραίνουµε λοιπόν ότι υπάρχουν τόσες τέτοιες ν-άδες συντελεστών βαρύτητας, όσες 

είναι οι κυκλικές µεταθέσεις των ν αυτών αριθµών, δηλαδή (ν-1)!   
 

Ας δούµε και ένα σχετικό παράδειγµα. 
 

Παράδειγµα 1:  Ο γεωµετρικός µέσος των αριθµών 8, 27 και 64 είναι ο αριθµός: 
 

3 38 27 64 13824 24⋅ ⋅ = = . 
 

Επειδή µε τους παραπάνω τρεις αριθµούς µπορούµε να σχηµατίσουµε (3 - 1)! = 2 

κυκλικές µεταθέσεις, συµπεραίνουµε ότι για την έκφραση του γεωµετρικού τους µέ-

σου ως σταθµικού υπάρχουν δύο τριάδες συντελεστών βαρύτητας, όπου ο συντελε-

στής βαρύτητας κάθε αριθµού εκφράζεται ως συνάρτηση των άλλων δύο. Επαληθεύ-

οντας αυτόν τον ισχυρισµό έχουµε: 
 

• Αν θεωρήσουµε την κυκλική µετάθεση C(8, 27, 64), τότε σύµφωνα µε το παρα-

πάνω θεώρηµα οι συντελεστές βαρύτητας των αριθµών 8, 27 και 64 κατ’ αντι-

στοιχία είναι οι αριθµοί: 
 

   3 2

1 27 64 36,w = ⋅ =    3 2

2 64 8 32w = ⋅ =     και    3 2

3 8 27 12w = ⋅ =  
 

     και έχουµε:  
 

36 32 12 288 864 768 1920
24

36 32 12 80 80

⋅ + ⋅ + ⋅ + +
= = =

+ +
8 27 64

. 

 

• Αν θεωρήσουµε την κυκλική µετάθεση C(8, 64, 27), τότε οι συντελεστές βαρύτη-

τας των αριθµών 8, 27 και 64 είναι οι αριθµοί:  
 

     3 2

1 64 27 48,w = ⋅ =   3 2

2 8 64 16w = ⋅ =    και   3 2

3 27 8 18w = ⋅ =  
 

       αντίστοιχα και για την επαλήθευση έχουµε: 
 

     
48 16 18 384 432 1152 1968

24
48 16 18 82 82

⋅ + ⋅ + ⋅ + +
= = =

+ +
8 27 64

. 

 
Θεώρηµα 2:  Για οποιουσδήποτε ν, όπου ν ≥≥≥≥ 2, θετικούς πραγµατικούς αριθµούς 

1 2,  ,  ..., x x xν  υπάρχουν θετικοί αριθµοί  1 2,  ,  ...,  w w wν τέτοιοι, ώστε ο αρµονικός 

µέσος των αριθµών αυτών να εκφράζεται ως εξής: 
 

1 1 2 2

1 2

1 2

...

1 1 1 ...
...

w x w x w x
H

w w w

x x x

ν ν

ν

ν

ν + + +
= =

+ + ++ + +
. 

 

Απόδειξη 

 

Αν θέσουµε: 

1 2 3 2 1 3

1 1 2 2 1 2 1

... ,                    ... ,   

... ... ... ,                              

...          &         ...  

w x x x w x x x

w x x x x w x x x

ν ν

ν ν ν ν ν− − −

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

 

 

τότε αποδεικνύεται εύκολα (διαιρούµε αριθµητή και παρονοµαστή µε 1 2 3 ...x x x xν⋅ ⋅ ) 

ότι ισχύει: 
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1 1 2 2

1 2

2 3 1 1 3 2 1 2 1

2 3 1 3 1 2 1

1 2

...

...

( ... )     ( ... )     ...     ( ... )  

( ... )    ( ... )    ...      ( ... ) 

     (αρµονικός µέ
1 1 1

...

w x w x w x

w w w

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x

ν ν

ν

ν ν ν ν

ν ν ν

ν

ν

−

−

+ + +
=

+ + +

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅

=
+ + +

σος).         

 

 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του αρµονικού µέσου, σε αντίθεση µε τον γεωµετρι-

κό, ο συντελεστής βαρύτητας κάθε αριθµού που εκφράζεται ως συνάρτηση των υπό-

λοιπων αριθµών είναι µοναδικός.  
 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι σε προβλήµατα µε ταχύτητες και γενικά µε ρυθµούς µεταβο-

λής, όπως φαίνεται και στην παρακάτω εφαρµογή, κατάλληλος για την έκφραση της 

µέσης τιµής των µεγεθών αυτών είναι ο αρµονικός µέσος.  

 

Εφαρµογή 1: Ένας µαθητής σε µία ώρα λύνει 2 ασκήσεις, αν είναι δύσκολες ή 10, 

αν είναι εύκολες. Με την προϋπόθεση ότι ως προς τον βαθµό δυσκολίας οι ασκή-

σεις είναι κατανεµηµένες οµοιόµορφα, να βρείτε πόσες ασκήσεις κατά µέσο όρο 

λύνει σε µία ώρα αυτός ο µαθητής. 
 

Λύση 
 

Εύκολα θα έλεγε κάποιος ότι κατά µέσο όρο ο µαθητής αυτός λύνει 6 ασκήσεις την 

ώρα, δηλαδή θα χρησιµοποιούσε τον αριθµητικό µέσο. Θα αποδείξουµε όµως ότι αυτό 

δεν είναι σωστό και πως ο αρµονικός µέσος είναι αυτός που εκφράζει τον ζητούµενο 

µέσο όρο.  
 

Ο αρµονικός µέσος των αριθµών 2 και 10 υπολογιζόµενος ως σταθµικός µέσος σύµ-

φωνα µε το παραπάνω θεώρηµα είναι ο εξής:  

  

10 2 20 20 40 10

10 2 12 12 3

⋅ + ⋅ +
= = =

+
2 10

. 

 

Άρα ο µαθητής αυτός κατά µέσο όρο λύνει 10/3 ασκήσεις την ώρα. 
 

Αυτό εξηγείται ως εξής: 

Ο µαθητής αυτός για µία δύσκολη άσκηση χρειάζεται χρόνο το 1/2 της ώρας και για 

µία εύκολη το 1/10 της ώρας. Για να λύσει µία δύσκολη και µία εύκολη άσκηση χρειά-

ζεται χρόνο τα 6/10 της ώρας, άρα για µία άσκηση κατά µέσο όρο θέλει χρόνο τα 3/10 

της ώρας. Έτσι λοιπόν σε µία ώρα λύνει κατά µέσο όρο 10/3 ασκήσεις. 
 

Το παραπάνω αποτέλεσµα επαληθεύεται ως εξής: 

Ας υποθέσουµε ότι ο µαθητής αυτός έχει να λύσει 40 ασκήσεις, 20 δύσκολες και 20 

εύκολες (οµοιόµορφα κατανεµηµένες). Αν θεωρούσαµε ως µέσο αριθµό τον αριθµητι-

κό µέσο, τότε ο αναµενόµενος χρόνος που θα χρειαζόταν για τη λύση αυτών των α-

σκήσεων είναι 40 : 6 ≈ 6,6 ώρες, ενώ µε τον αρµονικό µέσο είναι 40 : (10/3) = 12 ώρες. 

Ο πραγµατικός χρόνος είναι 20 : 2 = 10 ώρες για τις δύσκολες ασκήσεις και 20 : 10 = 2 

ώρες για τις εύκολες, συνολικά 12 ώρες, όσος είναι δηλαδή και ο αναµενόµενος χρόνος 

που προκύπτει µε τον αρµονικό µέσο.   
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε ν αριθµούς (ν > 1)  x1, x2, … , xν, οι οποίοι λαµβάνονται 

µε συντελεστές βαρύτητας w1, w2,  … , wν αντίστοιχα (wi > 0,  i = 1, 2, …, ν). Αν θέσου-

µε 
1

i

i

w w
ν

ολ
=

= ∑ , τότε ο σταθµικός µέσος,  

1 1 2 2

1 2

w x w x w x
x

w w w

ν ν

ν

+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
=

+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
 

 

των αριθµών αυτών ως προς τους συντελεστές βαρύτητας w1, w2,  … , wν, µπορεί να γρα-

φτεί και ως εξής: 
 

1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

 = +    

                                              

w x w x w x ww w
x x x x

w w w w w w

x x x

ν ν ν
ν

ν ολ ολ ολ

ν νλ λ λ

+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
= + ⋅ ⋅ ⋅ +

+ + ⋅ ⋅ ⋅ +

= + + ⋅ ⋅ ⋅ +

 

 

όπου i

i

w

wολ

λ = ,  i =1, 2, …, ν.  

Τους συντελεστές λi, i =1, 2, …, ν θα τους καλούµε  συντελεστές σχετικής βαρύτη-

τας (σύντοµα σ.σ.β.), διότι εκφράζουν την βαρύτητα κάθε αριθµού σε σχέση µε τις 

βαρύτητες όλων των αριθµών. Είναι προφανές ότι ισχύει  
1

1i

i

ν

λ
=

=∑ .  

Στο εξής για την απόδοση ενός σταθµικού µέσου ν αριθµών xi, i =1, 2, …, ν (ν > 1) µε 

οποιουσδήποτε συντελεστές σχετικής βαρύτητας θα χρησιµοποιούµε τον γενικό όρο 

µέση τιµή.  Έτσι λοιπόν οδηγούµαστε στον επόµενο γενικό ορισµό. 
 

Ορισµός 1: Μέση τιµή ν (ν > 1) πραγµατικών αριθµών x1,  x2,  … , xν, όπου λαµβά-

νονται µε συντελεστές σχετικής βαρύτητας λ1, λ2, …, λν αντίστοιχα, µε λi > 0, i = 1, 

2, … , ν  και  
1

1i

i

ν

λ
=

=∑ ,  ορίζεται ο πραγµατικός αριθµός: 

1 1 2 2

1

... i i

i

x x x x x
ν

ν νλ λ λ λ
=

= + + + = ∑ .  

 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι ισχύει η παρακάτω πρόταση. 
 

Πρόταση 1: Αν x1, x2,  … , xν είναι ν (ν > 1) πραγµατικοί αριθµοί και x  η µέση τι-

µή των αριθµών αυτών ως προς οποιουσδήποτε συντελεστές σχετικής βαρύτη-

τας, τότε ισχύει:  

min(x1, x2,  … , xν )   ≤≤≤≤  x   ≤≤≤≤    max(x1, x2,  … , xν ). 

 
Μέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής 
 

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται και η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής στη Θεωρία Πιθα-

νοτήτων. 
 

Τυχαία µεταβλητή (σύντοµα τ.µ.) ή στοχαστική µεταβλητή ονοµάζεται κάθε µετρήσι-

µη2 συνάρτηση µε πραγµατικές τιµές και πεδίο ορισµού τον δειγµατικό χώρο Ω ενός πει-

ράµατος τύχης (δείτε [4], σελ. 16).  

                                                 
2
 Η µετρησιµότητα µιας τ..µ. Χ εξασφαλίζει την δυνατότητα απονοµής πιθανότητας σε κάθε αριθµήσι-

µη ένωση ή τοµή οποιωνδήποτε διαστηµάτων (ανοικτών, κλειστών κλπ.) τιµών της Χ.    
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Αν µια τυχαία µεταβλητή  Χ  :  Ω   →   IR  παίρνει πεπερασµένο ή το πολύ αριθµήσιµο 

πλήθος τιµών, τότε ονοµάζεται διακριτή. Αν όµως µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή 

ενός διαστήµατος ή µιας ένωσης ξένων διαστηµάτων, τότε ονοµάζεται συνεχής.  
 

Η µέση τιµή µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής Χ, η οποία παίρνει τις τιµές  xi ,  i = 1, 

2, … µε αντίστοιχες πιθανότητες  pi , i = 1, 2, … . ορίζεται (δείτε [4], σελ. 63) ως εξής:  
 

1

( ) i i

i

X x p
∞

=
Ε = ∑  

 

µε την προϋπόθεση  ότι η σειρά συγκλίνει απολύτως, δηλαδή ότι ισχύει: 
 

1

| |i i

i

x p IR
∞

=
∈∑ . 

 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση µιας διακριτής τ.µ. Χ οι συντελεστές σχετικής βαρύ-

τητας των τιµών xi , i = 1, 2, … της  Χ  είναι οι  πιθανότητές  τους. Υπενθυµίζεται ότι 

1

1
i

i

p
∞

=
=∑ . 

Αν οι τιµές µιας τ.µ. Χ είναι πεπερασµένου πλήθους, έστω ν > 1, τότε η µέση τιµή της 

Χ είναι η εξής:  

1

( ) .i i

i

X x p
ν

=
Ε = ∑     (3)        

Στην περίπτωση αυτή όταν οι τιµές της Χ έχουν όλες την ίδια πιθανότητα, ίση µε 
1

ν
, 

δηλαδή η τ.µ. Χ ακολουθεί την διακριτή οµοιόµορφη κατανοµή, τότε η µέση τιµή, 

Ε(Χ), της Χ είναι ο αριθµητικός µέσος των τιµών της. 
 

Μπορούµε να παραβάλουµε τον παραπάνω τύπο (3) της µέσης τιµής µιας τ.µ. Χ µε  

πεπερασµένο πλήθος τιµών µε τον τύπο: 
 

1

i i

i

x x f
κ

=
= ∑  

 

της µέσης τιµής των δεδοµένων µιας διακριτής ποσοτικής µεταβλητής στη Στατιστική, 

όπου  fi , i = 1, ..., κ  οι σχετικές συχνότητες των τιµών xi , i = 1, ..., κ αντίστοιχα της 

µεταβλητής αυτής (δείτε [2], σελίδα 85).  
 

Αν µια τυχαία µεταβλητή Χ είναι συνεχής και  f  είναι η συνάρτηση πυκνότητας πι-

θανότητας της Χ, δηλαδή ισχύει  Ρ(x <  Χ  <  x + dx) = f(x)dx, x ∈ IR (δείτε [4], 

σελ.39), τότε η µέση τιµή της Χ ορίζεται (δείτε [4], σελ. 63) ως εξής:  
 

                                   ( ) ( )E X xf x dx

+∞

−∞

= ∫         (γενικευµένο ολοκλήρωµα, δείτε [6]). 

 

µε την προϋπόθεση ότι: 
 

| | ( )x f x dx IR

+∞

−∞

∈∫ . 

 

Και εδώ υπενθυµίζεται ότι ισχύει  ( ) 1f x dx

+∞

−∞

=∫ .     
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Μπορούµε να παραβάλουµε τη σχέση 
1

1
i

i

p
∞

=
=∑  µε τη σχέση ( ) 1f x dx

+∞

−∞

=∫  καθώς και 

τον ορισµό 
1

( ) i i

i

X x p
∞

=
Ε = ∑  της µέσης τιµής µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής µε 

τον ορισµό ( ) ( )E X xf x dx

+∞

−∞

= ∫  της µέσης τιµής µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής. 

Έστω τώρα µία συνάρτηση Y = g(X) µιας τυχαίας µεταβλητής Χ. Είναι προφανές ότι 

και η Υ είναι τυχαία µεταβλητή. Η µέση τιµή, Ε(Υ), της Υ ορίζεται (δείτε [4], σελ. 70) 

ως εξής: 

• αν η Χ είναι διακριτή µε τιµές  xi ,  i = 1, 2, … και µε αντίστοιχες πιθανότητες     

pi , i = 1, 2, … , τότε: 

                                             
1

( ) ( )i i

i

Y g x p
∞

=
Ε = ∑  

µε την προϋπόθεση ότι  
1

| ( ) |i i

i

g x p IR
∞

=
∈∑ , 

• αν η Χ είναι συνεχής και  f  είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Χ, 

τότε: 

                                          ( ) ( ) ( )E Y g x f x dx

+∞

−∞

= ∫  

       µε την προϋπόθεση ότι ισχύει: 

| ( ) | ( )g x f x dx IR

+∞

−∞

∈∫ . 

Στη Θεωρία Πιθανοτήτων η µέση τιµή µιας τ.µ. Χ  λέγεται και αναµενόµενη τιµή ή 

µαθηµατική ελπίδα της Χ. 
 

Θεωρώ πως αξίζει να δούµε στο σηµείο αυτό µία ενδιαφέρουσα εφαρµογή της µέσης 

τιµής µιας τυχαίας µεταβλητής.   
 

Εφαρµογή 2: Σε µια ευρωπαϊκή αθλητική διοργάνωση συµµετέχουν 16 οµάδες 

µεταξύ των οποίων δύο ελληνικές. Πρόκειται να γίνει κλήρωση για να δηµιουρ-

γηθούν τα ζευγάρια που θα παίξουν µεταξύ τους για την πρόκριση στην επόµενη 

φάση της διοργάνωσης (αγώνες  “νοκ άουτ”). Αν όλες οι οµάδες έχουν την ίδια 

πιθανότητα πρόκρισης, ίση µε 1/2, τι είναι καλύτερο για την Ελλάδα, να κληρω-

θούν οι ελληνικές οµάδες να παίξουν µεταξύ τους ή καθεµία να κληρωθεί να παί-

ξει µε ξένη οµάδα; ∆ικαιολογείστε την απάντησή σας.   
 

Λύση 
 

Είναι προφανές ότι στην επόµενη φάση της διοργάνωσης υπάρχει περίπτωση να προ-

κριθούν ή δυο (2) ελληνικές οµάδες ή µία (1) ή καµία (0). Θεωρούµε λοιπόν την τυ-

χαία µεταβλητή Χ, η οποία παίρνει αυτές τις τιµές και µε αυτήν την έννοια. Η µέση 

τιµή ή µαθηµατική ελπίδα της Χ εκφράζει τον αριθµό των ελληνικών οµάδων που α-

ναµένεται να προκριθούν στην επόµενη φάση. Γι’ αυτό θα υπολογίσουµε τη µέση τι-

µή της Χ και για τις δύο περιπτώσεις, ώστε να µπορέσουµε να τις συγκρίνουµε.  
 

Στην πρώτη περίπτωση (οι ελληνικές οµάδες παίζουν µεταξύ τους) έχουµε: 
 

( ) 0 0 1 1 2 0 1E X = ⋅ + ⋅ + ⋅ =  
 

και στη δεύτερη περίπτωση (οι ελληνικές οµάδες παίζουν µε ξένες οµάδες) έχουµε:  
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1 1 1
( ) 0 1 2 1

4 2 4
E X = ⋅ + ⋅ + ⋅ = . 

 

Παρατηρούµε ότι ο αριθµός των ελληνικών οµάδων που αναµένεται να προκριθούν 

στην επόµενη φάση της διοργάνωσης είναι ο ίδιος και στις δύο περιπτώσεις. Συνεπώς 

δεν έχει καµία σηµασία το πώς θα κληρωθούν να παίξουν οι ελληνικές οµάδες. 

 

Κέντρο βάρους ή κέντρο µάζας ενός σώµατος 
 

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται και το διάνυσµα θέσης σε ένα σύστηµα αναφοράς του 

κέντρου βάρους ή κέντρου µάζας ενός σώµατος Σ µε συνεχή κατανοµή µάζας, το ο-

ποίο ορίζεται ως εξής: 
 

1 1
( )

CM
D D

r r dm r r dV
M M

ρ= =∫ ∫
r r r r

, 

 

 

όπου ( )rρ
r

 η πυκνότητα µάζας του σώµατος Σ στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης r
r

,  

dV ο απειροστός όγκος και ( )dm r dVρ=
r

 η απειροστή µάζα. 
 

Με το σύµβολο 
D∫ παριστάνεται η ολοκλήρωση στο χώρο D που καταλαµβάνει το 

σώµα Σ και µε Μ  η συνολική µάζα του Σ (δείτε [8]). 
 

Σηµειώνεται ότι και εδώ ισχύει η σχέση 
1

1
D

dm
M

=∫ .  

 
Μέση τιµή µιας συνάρτησης  
 

Ο ορισµός της µέσης τιµής µιας συνάρτησης Y = g(X) µιας συνεχούς τυχαίας µετα-

βλητής Χ, που είδαµε παραπάνω, µπορεί να επεκταθεί για κάθε συνάρτηση που ορίζε-

ται σε ένα διάστηµα ∆. Η βαρύτητα για τις τιµές του ∆ προσδιορίζεται µε την βοήθεια 

µιας συνεχούς συνάρτησης σ ορισµένης στο ∆, την οποία θα καλούµε συνάρτηση 

πυκνότητας σχετικής βαρύτητας (σύντοµα σ.π.σ.β.) και η οποία λειτουργεί για τις 

τιµές του ∆ όπως λειτουργεί η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για τις τιµές της 

συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Χ. ∆ηλαδή η βαρύτητα ενός στοιχειώδους υποδιαστή-

µατος (x, x + dx) του ∆ είναι ίση µε σ(x)dx. Κάθε συνάρτηση πυκνότητας σχετικής 

βαρύτητας σ των τιµών ενός διαστήµατος ∆ έχει τις ιδιότητες: 
 

1. σ(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ ∆   και  

 

2. ( ) 1x dxσ
∆

=∫ .   

 

Με το σύµβολο 
∆∫ παριστάνεται η ολοκλήρωση της σ στο διάστηµα ∆, το οποίο 

µπορεί να είναι κλειστό, ανοικτό, µη φραγµένο κλπ. Στην περίπτωση που δεν είναι 

κλειστό έχουµε γενικευµένο ολοκλήρωµα (δείτε [6]). Για την περίπτωση κλειστού 

διαστήµατος [α, β] έχουµε τον επόµενο γενικό ορισµό.   
 

Ορισµός 2: Έστω g µία συνάρτηση η οποία ορίζεται σε ένα διάστηµα [α, β] και 

είναι ολοκληρώσιµη σ’ αυτό και σ µία συνάρτηση πυκνότητας σχετικής βαρύτη-

τας των τιµών του [α, β]. Η µέση τιµή της g ως προς την σ ορίζεται ως εξής:   

( ) ( )g g x x dx

β

α

σ= ∫ .  
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Η παραπάνω έννοια ορίζεται καλά, αφού η βαρύτητα των τιµών του [α, β] µεταφέρε-

ται και στις τιµές της συνάρτησης g.  
 

Επίσης, πρέπει να σηµειωθεί ακόµη ότι ο παραπάνω ορισµός της έννοιας της µέσης 

τιµής µιας συνάρτησης g γενικεύεται για κάθε διάστηµα ∆ µε την προϋπόθεση ότι 

ορίζεται στο ∆ το αντίστοιχο ολοκλήρωµα και είναι πραγµατικός αριθµός.  
 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι ισχύει η παρακάτω πρόταση: 
 

Πρόταση 2:  Αν η συνάρτηση g είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και υπάρχει η 

µέση τιµή  g της g στο ∆ ως προς κάποια συνάρτηση πυκνότητας σχετικής βα-

ρύτητας σ των τιµών του ∆, τότε )(∆∈ g    g  . 
 

 Εφαρµογή 3:  Να εξετάσετε αν υπάρχει µέση τιµή της συνάρτησης 
2

1
)(

x
xg =  

στο διάστηµα (0, 2], αν για τις τιµές του (0, 2] η συνάρτηση πυκνότητας σχετικής 

βαρύτητας είναι η ( )
2

x
xσ =  (γραµµική κατανοµή).  

Λύση 
 

Καταρχάς επαληθεύουµε ότι η συνάρτηση σ είναι µία συνάρτηση πυκνότητας σχετι-

κής βαρύτητας των στοιχείων του (0, 2]. Πράγµατι, η σ έχει τις ιδιότητες:  
 

1. ( )
2

x
xσ =  ≥  0, για κάθε x ∈ (0, 2]   και  

 

      2.   

2 2

2

0 0
0

1
lim lim 4 1

2 2 4

x x
dx dx

λ λ
λ

λ
+ +→ →

 = = − = ∫ ∫ . 

 

Τώρα θα εξετάσουµε αν υπάρχει µέση τιµή της g στο (0, 2] µε σ.π.σ.β. για τις τιµές 

του (0, 2] την σ. Έχουµε λοιπόν: 
 

[ ]
2 2 2

2
0 0

0 0

1 1 1 1
lim lim ln 2 ln

2 2 2 2

x
dx dx dx

x xx λ λ
λ

λ
+ +→ →

⋅ = = = − = +∞∫ ∫ ∫ . 

 

Άρα δεν υπάρχει µέση τιµή της  g στο (0, 2] µε σ.π.σ.β. για τις τιµές του (0, 2] την σ. 

 
Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού 
 

Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού µας δίνει την µέση τιµή της 

παραγώγου f ΄ σε ένα διάστηµα (α, β) µιας συνάρτησης f , η οποία είναι συνεχής στο 

[α, β] και παραγωγίσιµη στο (α, β), όταν η συνάρτηση πυκνότητας σχετικής βαρύτη-

τας των τιµών του (α, β) είναι µία σταθερή συνάρτηση σ(x) = c > 0 της οποίας η τιµή 

υπολογίζεται ως εξής: 
 

0 0
( ) ( )

1
( ) lim  1 lim (   ) 1x dx cdx c c

β β ε

ε ε
α α ε

ε εσ β α
β α+ +

−

→ →
+

= = ⇔ − − + = ⇔ =
−∫ ∫ . 

 

∆ηλαδή η σ.π.σ.β. των τιµών του (α, β) είναι η συνάρτηση 
1

( ) ,  ( ,  )x xσ α β
β α

= ∈
−

 

(δείτε [4], σελ. 43,  “οµοιόµορφη συνεχής κατανοµή σε διάστηµα (α, β)”).    
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Έστω λοιπόν µία συνάρτηση f για την οποία ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. 

του ∆ιαφορικού Λογισµού για ένα διάστηµα [α, β]. Θα υπολογίσουµε τη µέση τιµή 

της f ΄ στο (α, β) σύµφωνα µε τα παραπάνω, αν για κάθε γ, δ µε α < γ < δ < β  η  f ΄ 

είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο διάστηµα [γ, δ].  
 

Έχουµε:  
 

[ ]

0

0

1
' '( ) ( ) '( )    (γενικευµένο ολοκλήρωµα)     

1
                            lim '( )   

1
                            lim ( ) ( )

                           

f f x x dx f x dx

f x dx

f f

β β

α α

β ε

ε
α ε

ε
ε ε

β α

β α

β α
α

σ

β +

−

→ +
+

→

= =
−

=
−

= − − +
−

∫ ∫

∫

( ) ( )
  (αφού η   είναι συνεχής στο [ , ]).

af f
f

β
α β

β α

−
=

−

 

 

Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα 
 

1
'( )f x dx

β

α β α−∫  

 

ορίζεται και είναι πραγµατικός αριθµός για κάθε συνάρτηση f  για την οποία ικανο-

ποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού σε ένα διάστηµα [α, β].  
 

Πράγµατι έχουµε:  

Έστω µία διαµέριση του διαστήµατος (α, β) σε ν (ν > 1) διαστήµατα πλάτους 

a
x

β

ν

−
∆ =  και ν αριθµοί ξi , i = 1, 2, …, ν, ένας από κάθε διάστηµα της διαµέρισης 

(η επιλογή γίνεται τυχαία). Ο αριθµητικός µέσος των τιµών  f ΄( ξi),  i = 1, 2, …, ν  της  

f ΄ είναι ο αριθµός:  

1 2'( ) '( ) '( )
.

f f f ν

ν

ξ ξ ξ+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
 

 

Πολλαπλασιάζοντας τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του παραπάνω κλάσµατος 

µε 
a

x
β

ν

−
∆ = , παίρνουµε: 

 

( )1 21 2
'( ) '( ) '( )'( ) '( ) '( )

      ή
f f f xf f f

x

νν

ν ν

ξ ξ ξξ ξ ξ + + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ∆+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
=

⋅ ∆
 

 

1 2 1

'( )
'( ) '( ) '( ) i

i

f x
f f f

ν

ν

ν β α

ξ
ξ ξ ξ =

∆
+ + ⋅ ⋅ ⋅ +

=
−

∑
.        (4) 

 

Επειδή ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού για την f  στο 

διάστηµα [α, β] υπάρχει η µέση τιµή των τιµών της  f ΄ στο (α, β), οπότε υπάρχει στο 

IR το όριο: 
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1 2( ) ( ) ( )
lim

f f f ν

ν ν

ξ ξ ξ
→∞

′ ′ ′+ + ⋅ ⋅ ⋅ +
 

 

και ισούται µε την µέση τιµή της  f ΄ στο διάστηµα (α, β). Συνεπώς λόγω της (4) υ-

πάρχει στο IR και το όριο 
1

lim ( )
i

i

f΄ x
ν

ν
ξ

→∞ =

 
∆ 

 
∑ . ∆ηλαδή ορίζεται το γενικευµένο ολο-

κλήρωµα:  

1
'( )f x dx

β

α β α−∫  

 

και είναι πραγµατικός αριθµός. 
 

Αν η  f ΄ είναι συνεχής στο (α, β), τότε σύµφωνα µε την πρόταση 2 υπάρχει αριθµός   

ξ ∈ (α, β) τέτοιος, ώστε:  
 

( ) ( )
'( ) '

f f
f f

β α

β α
ξ

−
= =

−
. 

 

Παρατήρηση: Στην πρόταση 2 η συνθήκη της συνέχειας της g στο διάστηµα ∆, ώστε 

να ισχύει ( )g g∈ ∆  είναι µόνο ικανή και όχι αναγκαία. Αυτό το βλέπουµε στην ε-

φαρµογή του Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού αφού η  f ΄ δεν είναι πάντα συνεχής, 

όπως φαίνεται και στο παρακάτω παράδειγµα, ενώ όταν ισχύουν οι υποθέσεις του 

Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού για µία συνάρτηση  f  σε ένα διάστηµα [α, β], υ-

πάρχει πάντα αριθµός  ξ ∈ (α, β) τέτοιος, ώστε '( ) 'f fξ = . 

 

Παράδειγµα 2: Έστω η συνάρτηση: 

 
3

2

3

2

3

2

1
( ) ,   0

1
,   0

( )    0,   0

0,   0

1
,   0

x x
x

x x
x

f x x

x

x x
x

συν

συν

συν

  − <  
    ≠    

= = = 
 =
 
    >  

 

 

 

Η  f  είναι παραγωγίσιµη µε  

 

3 1 1 1
,   0

2

  

( )  0,   0

3 1 1 1
,   0

2

x x
x xx

f΄ x x

x x
x xx

συν ηµ

συν ηµ

    − − + <    −   



= =


    + >   
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Με την βοήθεια των ακολουθιών  
1

2
2

xν π
νπ

= −
+

   και  
1

2
2

xν π
νπ

=
+

  αποδεικνύε-

ται ότι η  f ΄ δεν είναι συνεχής στο 0.  

Όµως, η συνάρτηση  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογι-

σµού για κάθε κλειστό διάστηµα [α, β].  Έτσι λοιπόν, αν εφαρµόσουµε το Θ.Μ.Τ. του 

∆ιαφορικού Λογισµού για την  f  στο διάστηµα 
6 3

,  
π π

 −  
, παίρνουµε: 

 

3 3

2 23 6 3 6

3 6 23 6
( )

3 6 3 6 6

f f

f΄

π π
συν συν

π π π πξ
π

π π π π

       − − −        −       = = = ⋅ ⋅ ⋅ =
−

− +
 , 

 

για κάποιον αριθµό  ξ ∈ 
6 3

,  
π π

 − 
 

.  

 

Σηµείωση: Η παραπάνω µέση τιµή 
3 6 2

'
6

f
π

−
=   της  f ΄ προκύπτει και από το 

γενικευµένο ολοκλήρωµα:  
 

3

6

'( )
9

f x dx
π

π

π

−
∫ , 

 

το οποίο γράφεται ως άθροισµα δύο γενικευµένων ολοκληρωµάτων, ως εξής: 
 

3 3

0

6 6 0

'( )   '( )   '( )
9 9 9

f x dx f x dx f x dx
π π

π π

π π π

− −

= +∫ ∫ ∫ , 

 

επειδή η  f ΄ δεν είναι φραγµένη κοντά στο 0.  

 
Γενίκευση του Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού 
 

Έστω δύο συναρτήσεις  f  και g συνεχείς σε ένα διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµες 

στο (α, β) µε ( ) 0g x′ ≠  για κάθε x ∈ (α, β). Θεωρούµε τη συνάρτηση: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ),   ( ,  )

( ) ( )

f f
h x f x g x x

g g

β α
α β

β α

−
′ ′= − ∈

−
. 

  

Η µέση τιµή h  της συνάρτησης h στο (α, β) µε συνάρτηση σχετικής βαρύτητας των 

τιµών του (α, β) την 
1

( ) ,  ( ,  )x xσ α β
β α

= ∈
−

 είναι το γενικευµένο ολοκλήρωµα 

1
( )h x dx

β

α β α−∫ , το οποίο είναι ίσο µε 0. ∆ηλαδή έχουµε: 
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1 ( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )

f f
h h x dx f x g x dx

g g

β β

α α

β α

β α β α β α

 −
′ ′= = − = ⋅ ⋅ ⋅ = − − − 

∫ ∫ . 

 

Αποδεικνύεται3 ότι υπάρχει αριθµός  ξ ∈ (α, β) τέτοιος, ώστε να ισχύει ( )h h ξ= .  Η 

σχέση αυτή οδηγεί στην ισότητα: 
 

( ) ( )
( ) ( ) 0

( ) ( )

f f
f g

g g

β α
ξ ξ

β α

−
′ ′− =

−
, 

 

η οποία ισοδύναµα γράφεται: 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f f f

g g g

β α ξ

β α ξ

′−
=

′−
. 

 

Η τελευταία ισότητα είναι γνωστή ως γενίκευση του Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογι-

σµού (δείτε [5], σελ. 286) και αποδίδεται στον Cauchy. Αν g(x) = x τότε έχουµε το 

γνωστό Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού. 

 
Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Ολοκληρωτικού Λογισµού 
 

Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Ολοκληρωτικού Λογισµού µας δίνει την µέση τιµή 

µιας συνάρτησης  f  σε ένα διάστηµα [α, β], η οποία είναι ολοκληρώσιµη σ’ αυτό,  

όταν η συνάρτηση πυκνότητας σχετικής βαρύτητας των τιµών του [α, β]  είναι η 

1
( ) ,  [ ,  ]x xσ α β

β α
= ∈

−
.   

 

∆ηλαδή έχουµε: 
 

1 1
 ( ) ( ) ( ) ( )f f x x dx f x dx f x dx

β β β

α α α

σ
β α β α

= = =
− −∫ ∫ ∫ . 

 

Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [α, β], τότε σύµφωνα µε την πρόταση 2 υπάρχει 

ξ ∈ [α, β] τέτοιος, ώστε να ισχύει ff =ξ)(  ή ισοδύναµα ( ) ( )( )f x dx f

β

α

β αξ= −∫  

(δείτε [5], σελ. 226  και  [6]).  
 

Σηµείωση: Η ύπαρξη ενός αριθµού ξ µε την ιδιότητα αυτή στο ανοικτό διάστηµα   

(α, β) απορρέει από το θεώρηµα του Rolle που χρησιµοποιείται στην απόδειξη του 

Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού και το Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού χρησι-

µοποιείται για την απόδειξη του Θ.Μ.Τ. του Ολοκληρωτικού Λογισµού (δείτε [3], 

παράγραφο 3.6 Β΄ µέρους).  

 
Γενίκευση του Θ.Μ.Τ. του Ολοκληρωτικού Λογισµού 
 

Έστω g µία συνάρτηση, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β] του πεδίου ορι-

σµού της και επιπλέον ισχύει g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [α, β] και υπάρχει xο ∈ [α, β] τέ-

τοιος, ώστε g(xο) > 0.  

                                                 

3
 Με το θεώρηµα του Rolle για την συνάρτηση 

( ) ( )
( ) ( ) ( ),   [ ,  ]

( ) ( )

f f
x f x g x x

g g

β α
φ α β

β α

−
= − ∈

−
. 
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Αν f  είναι µία συνεχής συνάρτηση στο [α, β], τότε η µέση τιµή της  f  στο [α, β] µε 

σ.π.σ.β. για τις τιµές του [α, β]  την  
 

( )
( )

( )

g x
x

g t dt

β

α

σ =

∫
,  x ∈ [α, β] 

είναι: 
 

( ) 1
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

g x
f f x x dx f x dx f x g x dx

g t dt g t dt

β β β

β β
α α α

α α

σ= = =∫ ∫ ∫
∫ ∫

.     (5)  

 

Επειδή η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο [α, β], σύµφωνα µε την πρόταση 2 υπάρχει   

αριθµός ξ ∈ [α, β] τέτοιος, ώστε να ισχύει ff =ξ)( .    (6) 
 

Από τις (5) και (6) παίρνουµε: 
 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f g x dx

β β

α α

ξ=∫ ∫ .  

 

Η τελευταία ισότητα αποτελεί γενίκευση του Θ.Μ.Τ. του Ολοκληρωτικού Λογι-

σµού (δείτε [5], σελ. 226). Αν g(x) = 1 (σταθερή) τότε έχουµε το γνωστό Θ.Μ.Τ. του 

Ολοκληρωτικού Λογισµού. 

 

Εφαρµογή 4: Έστω ότι για µία συνεχή συνάρτηση  f : [α, β] →→→→ IR ισχύει:  
 

∫
β

α

= 0)( dxxf . 

 

Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθµό ν > 0 υπάρχουν ν πραγµατικοί αριθµοί 

ξ1,  ξ2,  … , ξν  στο (α, β) τέτοιοι, ώστε να ισχύει:    
 

f(ξ1) +  f(ξ2) + ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ +  f(ξν) = 0.   
 

Λύση 

∆ιαµερίζουµε το διάστηµα [α, β] σε ν διαστήµατα πλάτους 
a

x
β

ν

−
∆ =  και εφαρµό-

ζουµε το Θ.Μ.Τ. του Ολοκληρωτικού Λογισµού σε κάθε ένα από αυτά κλπ. 

  
Επίλογος 
 

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι η έννοια της µέσης τιµής είναι ενιαία σε διακρι-

τά και συνεχή µεγέθη και συνδέεται µε την έννοια του κέντρου βάρους ή κέντρου µά-

ζας ενός σώµατος.  
 

Γι’ αυτό, καλό είναι κατά την διδασκαλία να επισηµαίνεται η σχέση µεταξύ των εν-

νοιών αυτών, ώστε οι µαθητές να µπορούν να τις συνδέουν µεταξύ τους. Έτσι θα επι-

τυγχάνεται πιο ολοκληρωµένη µάθηση, αλλά και καλύτερη λειτουργία της µακρόχρο-

νης µνήµης των µαθητών. Να σηµειωθεί ότι, όσο πιο οργανωµένες και σηµασιολογι-



 17 

κά συνδεδεµένες είναι οι γνώσεις που αποθηκεύονται στην µακρόχρονη µνήµη, τόσο 

πιο πολύ χρόνο συγκρατούνται και πιο εύκολα ανασύρονται.  
 

Επίσης, θεωρώ πως είναι πολύ σηµαντικό να γνωρίζουν οι µαθητές την προέλευση 

της ονοµασίας των θεωρηµάτων Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού και Ολοκληρωτικού 

Λογισµού και να µην αγνοούν την σηµασιολογία τους. 
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