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Εισαγωγή 
  

     Μία χαρακτηριστική ιδιότητα των Μαθηµατικών είναι η έλλειψη αντιφάσεων. 

∆ηλαδή, αν συλλογισθούµε µε οποιονδήποτε τρόπο σύµφωνα µε τους κανόνες της 

Λογικής στο πλαίσιο µιας µαθηµατικής θεωρίας δεν οδηγούµαστε ποτέ σε λογικά α-

ντίθετες προτάσεις. Έτσι λοιπόν µία άσκηση µπορεί να λύνεται µε περισσότερους 

από έναν τρόπους. Η ποικιλία των λύσεων µας προκαλεί ευάρεστα συναισθήµατα1 

και χαιρόµαστε πραγµατικά όταν σε ένα πρόβληµα οι µαθητές δίνουν διαφορετικές 

και πρωτότυπες λύσεις και θαυµάζουµε τον πλούτο που κρύβει η παιδική µαθηµατική 

σκέψη! Επίσης, θαυµάζουµε και τις λύσεις που απαιτούν έναν ειδικό και ξεχωριστό 

τρόπο σκέψης και πιστεύω πως διδασκόµαστε όλοι από αυτό.      

     Από παιδαγωγική άποψη καλό είναι να παρουσιάζονται και να συζητούνται στην 

τάξη όλες οι διαφορετικές λύσεις που δίνουν οι µαθητές, διότι έτσι και οι µαθητές 

ικανοποιούνται για τις λύσεις τους και την προσπάθεια που καταβάλλουν, αλλά και οι 

υπόλοιποι µαθητές µαθαίνουν και άλλους τρόπους σκέψης που ίσως τους χρησιµο-

ποιήσουν σε παρόµοιες περιπτώσεις. Αυτό αναπτύσσει ένα κλίµα συνεργασίας και 

ενεργητικής συµµετοχής των µαθητών στην µαθησιακή διαδικασία και βοηθά πολύ 

στην ανάπτυξη θετικής στάσης απέναντι στα Μαθηµατικά. 

     Ως εκπαιδευτικοί πρέπει να ενθαρρύνουµε τις τακτικές δηµιουργίας πολλαπλών 

λύσεων ενός προβλήµατος. Ένας τεχνικός τρόπος µε τον οποίον είναι δυνατόν να επι-

τευχθούν µέσα στην τάξη διαφορετικές λύσεις σε ένα πρόβληµα (αν υπάρχουν) είναι 

η οµαδοσυνεργατική µορφή διδασκαλίας. Σύµφωνα µε την οµαδοσυνεργατική µάθη-

ση οι µαθητές ενός τµήµατος χωρίζονται σε οµάδες των 3-5 ατόµων και η κάθε οµά-

δα εργάζεται χωριστά. Ο ρόλος του εκπαιδευτικού σε µια τέτοια διαδικασία είναι κυ-

ρίως συντονιστικός και καθοδηγητικός. Στο τέλος όλες οι οµάδες παρουσιάζουν στην 

ολοµέλεια της τάξης τις λύσεις τους, οι οποίες µπορεί να είναι διαφορετικές, ανα-

πτύσσοντας τις ιδέες και τις σκέψεις τους2
.     

 

     Ως παράδειγµα προβλήµατος µε πολλές διαφορετικές λύσεις αναφέρουµε το ερώ-

τηµα Β2 των θεµάτων των Μαθηµατικών της Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυν-

σης των ηµερησίων λυκείων των φετινών πανελληνίων εξετάσεων για το οποίο πα-

                                                 
1
 Με την ευκαιρία ας θυµηθούµε τον πολύ µεγάλο αριθµό των διαφορετικών τρόπων απόδειξης του 

Πυθαγορείου θεωρήµατος. 
2
 Μια τέτοια µορφή διδασκαλίας καλό είναι να προγραµµατίζεται και να υλοποιείται σε δύο συνεχόµε-

νες διδακτικές ώρες, ώστε να υπάρχει αρκετός χρόνος και για την συνεργασία των µελών των οµάδων, 

αλλά και για την παρουσίαση των αποτελεσµάτων όλων των οµάδων.   



ραθέτουµε 12 διαφορετικές λύσεις (ίσως να υπάρχουν και άλλες), 8 αλγεβρικές και 4 

γεωµετρικές. Αξίζει να σηµειωθεί, και έχει ιδιαίτερη σηµασία αυτό, ότι όλες οι λύσεις 

που παρατίθενται έχουν δοθεί από µαθητές!   

      

    Ας θυµηθούµε λοιπόν αυτό το ερώτηµα και στη συνέχεια ας δούµε τους 12 διαφο-

ρετικούς τρόπους λύσης.   

 

ΘΕΜΑ Β  (Απόσπασµα) 

 

«Θεωρούµε τους µιγαδικούς  αριθµούς z για τους οποίους ισχύει η επόµενη σχέση: 
 

| z -1|
2
  +  | z + 1 |

2  = 4 

 

B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z  

       στο επίπεδο είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ = 1. 

Β2.  Αν z1, z2  είναι δύο από τους παραπάνω µιγαδικούς αριθµούς z µε 1 2 2z z− = , 

        τότε να βρείτε το 1 2z z+ ». 

 

Λ ύ σ ε ι ς   τ ο υ   Β2 

  
     Πρέπει να σηµειωθεί ότι στις λύσεις που ακολουθούν θεωρούµε ως γνωστό το συµπέρασµα του 

ερωτήµατος Β1, δηλαδή ότι οι εικόνες των µιγαδικών αριθµών z1 και z2 βρίσκονται πάνω στον µονα-

διαίο κύκλο, οπότε ισχύουν όλες οι σχετικές σχέσεις τις οποίες και χρησιµοποιούµε χωρίς να κάνουµε 

ιδιαίτερη αναφορά κάθε φορά που τις χρησιµοποιούµε. Αυτό διακρίνεται εύκολα µέσα στις λύσεις.      

 

 

Α΄  Αλγεβρικές λύσεις 
 

1η  λύση 
 

Για την δοθείσα ισότητα παίρνουµε διαδοχικά τις ισοδύναµες σχέσεις: 
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Υψώνοντας στο τετράγωνο το ζητούµενο µέτρο και χρησιµοποιούντες την παραπάνω 

σχέση (1) έχουµε διαδοχικά: 

 
2

1 2 1 2 1 2 ( )( )z z z z z z+ = + + = 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 21 1 2z z z z z z z z z z z z+ + + = + + + = . 

 

Άρα  

1 2 2.z z+ =  



2η  λύση 
 

Συνεχίζοντας την σχέση (1) της πρώτης λύσης έχουµε διαδοχικά: 

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 20  1 + 1 2  2z z z z z z z z z z z z z z z z+ = ⇔ + + = ⇔ + + + =  

 

 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 ( ) ( ) 2   ( )( ) 2 z z z z z z z z z z⇔ + + + = ⇔ + + = ⇔  

 

 

( ) ( ) 2

1 2 1 2 1 2 1 22  2    2z z z z z z z z+ + = ⇔ + = ⇔ + = . 

 

 

3η  λύση 
 

Λύνοντας ως προς  z2  την σχέση (1) της πρώτης λύσης παίρνουµε: 

 

1 2

2
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z z
z
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Λαµβάνοντας υπόψη την παραπάνω σχέση έχουµε διαδοχικά: 
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4η  λύση 
 

Συνεχίζοντας την σχέση (1) της πρώτης λύσης έχουµε διαδοχικά: 
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Τώρα, αν  21 izz =  τότε έχουµε διαδοχικά: 



 

21 22221 =+=+=+ zizizzz . 

 

Όµοια και αν 21 izz −= . 

 
5η  λύση 
 

Συνεχίζοντας την σχέση (1) της πρώτης λύσης έχουµε διαδοχικά: 
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Από την τελευταία ισότητα παίρνουµε:  

 

 

22 21

2

21 ==+ zzzz  

 

και τελικά 

 

221 =+ zz . 

 
6η  λύση 
  

Αρχικά αποδεικνύουµε την σχέση: 

 
2

2

2

1

2

21

2

21 22zz zzzz +=−++ , 

 

η οποία στο σχολικό βιβλίο αναφέρεται ως άσκηση.  
 

Να σηµειωθεί ότι γεωµετρικά η σχέση αυτή συνδέει τα µήκη των πλευρών και των δια-

γωνίων ενός παραλληλογράµµου και αποτελεί µερική περίπτωση του θεωρήµατος Euler 

(δείτε την άσκηση 4 των Αποδεικτικών ασκήσεων στη σελίδα 198 του σχολικού βιβλίου 

της Γεωµετρίας).  
 

Στη συνέχεια αν αντικαταστήσουµε τα γνωστά µέτρα στην παραπάνω σχέση προκύ-

πτει ότι  221 =+ zz . 

 

 

 

 

 



7η  λύση 
 

(Αναλυτικός τρόπος) Θέτοντας  z1 = α + βi   και    z2 = γ + δi  έχουµε διαδοχικά: 
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Στη συνέχεια λαµβάνοντας υπόψη την τελευταία ισότητα παίρνουµε:  
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8η  λύση 
 

(Συνδυασµός µιγαδικής και αναλυτικής επεξεργασίας)  

 Συνεχίζοντας την σχέση (1) της πρώτης λύσης παίρνουµε: 
 

212121212121 z      0z      0z zzzzzzzzz −=⇔=+⇔=+ . 
 

     Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι ο µιγαδικός αριθµός  21zz  είναι φαντα-

στικός.  

     Θέτοντας  z1 = α + βi  και  z2 = γ + δi  στην παράσταση 21zz   και παίρνοντας το 

πραγµατικό µέρος ίσον µε µηδέν καταλήγουµε στη σχέση  αγ + βδ = 0.   

Η συνέχεια της λύσης είναι ακριβώς όπως το δεύτερο µέρος της προηγούµενης λύ-

σης.   

 

 

 

 

 

 

 

 



Β΄  Γεωµετρικές λύσεις 
 

 

 

9η  λύση 

 

 

 
 

 

 

     Έστω Μ και Ν οι εικόνες των µιγαδικών αριθµών z1 και  z2 αντίστοιχα. Τα σηµεία 

Μ και Ν προφανώς είναι πάνω στον µοναδιαίο κύκλο. Οι διανυσµατικές ακτίνες OM
uuuur

  

και ON
uuur

 των εικόνων των µιγαδικών αριθµών  z1 και  z2 είναι µεταξύ τους κάθετες. 

Αυτό προκύπτει από το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήµατος, αφού ισχύει: 
 

(ΟΜ)2 + (ΟΝ)2 = (ΜΝ)2      ( 1 + 1 = 2 ). 
 

     Σύµφωνα µε τον κανόνα του παραλληλογράµµου η διανυσµατική ακτίνα του α-

θροίσµατος  z1 +  z2   των  µιγαδικών αριθµών   z1 και  z2  είναι το διάνυσµα OK
uuur

.  

Ακόµη, επειδή το παραλληλόγραµµο ΟΜΚΝ  είναι τετράγωνο ισχύει (ΟΚ) = (ΜΝ), 

δηλαδή OK MN=
uuur uuuur

.  

Άρα  

221 =+ zz . 

 
 

 

Σηµείωση:  Στις 3 λύσεις που ακολουθούν η βασική σκέψη είναι ίδια. Γι’ αυτό και χρησιµοποιούµε 

το ίδιο σχήµα . Η διαφορά βρίσκεται στον τρόπο εξαγωγής του συµπεράσµατος. Επίσης, να σηµειωθεί 

ότι στις δύο πρώτες λύσεις απαιτείται και η απόδειξη της καθετότητας των τµηµάτων ΟΜ και ΟΝ, ενώ 

στην τρίτη όχι. 

 

 

 

 

 



10η  λύση  

 
 

     Το µέτρο 1 2z z+  εκφράζει την απόσταση των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z1 

και  -z2 , αφού ισχύει 1 2 1 2( )z z z z+ = − − . Η εικόνα, έστω Λ, του µιγαδικού αριθµού 

-z2  είναι το συµµετρικό σηµείο του Ν ως προς το Ο και βρίσκεται πάνω στον µονα-

διαίο κύκλο.  

     Επειδή ισχύουν οι σχέσεις ΟΜ ⊥ ΟΝ και  ΟΝ = ΟΛ, έπεται ότι ο φορέας του τµή-

µατος ΟΜ είναι η µεσοκάθετος του ΝΛ, οπότε ισχύει η ισότητα ΜΛ = ΜΝ. 

Άρα 

1 2 (ΜΛ) (ΜΝ) 2z z+ = = = . 

  

 
11η  λύση 
 

     Το τρίγωνο ΟΜΛ είναι ορθογώνιο, οπότε σύµφωνα µε το Πυθαγόρειο θεώρηµα 

έχουµε: 

(ΜΛ)2 = (ΟΜ)2 + (ΟΛ)2  = 1 + 1 = 2. 

 

Άρα 

1 2 (ΜΛ) 2z z+ = = . 

 

 

12η  λύση 
 

     Στο παραπάνω σχήµα τα σηµεία Ν και Λ είναι αντιδιαµετρικά, οπότε η γωνία 

ΝΜΛ είναι ορθή επειδή βαίνει σε ηµικύκλιο. Έτσι λοιπόν το τρίγωνο ΜΝΛ είναι ορ-

θογώνιο, οπότε σύµφωνα µε το Πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε: 
 

(ΜΝ)2 + (ΜΛ)2 = (ΝΛ)2    ⇔   (ΜΛ)2 = (ΝΛ)2  − (ΜΝ)2 .  

 

Αντικαθιστώντας στην τελευταία ισότητα τις τιµές των (ΝΛ) και (ΜΝ) παίρνουµε: 

 

(ΜΛ)2  = 22  − 
2

2 = 4 – 2 = 2. 

Άρα 

1 2 (ΜΛ) 2z z+ = = . 


