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Μπορούµε να χρησιµοποιούµε το σύµβολο της 

νιοστής ρίζας και για µιγαδικούς αριθµούς;   
 

 

 

∆ρ. Παναγιώτης Λ. Θεοδωρόπουλος 
Σχολικός Σύµβουλος ΠΕ03 
e-mail@p-theodoropoulos.gr 

   

 

 

 

Πριν απαντηθεί το παραπάνω ερώτηµα νοµίζω ότι αξίζει να δούµε µερικά σχόλια σχε- 

τικά µε τη χρήση του όρου «ρίζα» στα Μαθηµατικά και του συµβόλου της νιοστής ρί-

ζας. 

 

Α.  Ο όρος «ρίζα» στα Μαθηµατικά 
 

Ο όρος «ρίζα» στα Μαθηµατικά χρησιµοποιείται σε τρεις διαφορετικές περι- 

πτώσεις, οι οποίες είναι: ρίζα µιας εξίσωσης, ρίζα ενός πολυωνύµου και ρίζα 

ενός αριθµού. Πιο αναλυτικά:    
 

1. Ρίζα1
 µιας εξίσωσης F(x) = 0 (root of an equation) µε πεδίο ορισµού ένα 

σύνολο A ονοµάζεται κάθε στοιχείο r του A, το οποίο επαληθεύει την εξί- 

σωση αυτή, δηλαδή ισχύει: 

F(r) = 0. 
 

2. Ρίζα ενός πολυωνύµου P(x) του x (root of a polynomial) µε σύνολο ανα- 

φοράς ένα σύνολο A ονοµάζεται κάθε στοιχείο ρ του A, το οποίο µηδενίζει 

το πολυώνυµο P(x), δηλαδή ισχύει  Ρ(ρ) = 0.  

      Παρατηρούµε ότι κάθε ρίζα ρ ενός πολυωνύµου P(x) είναι ρίζα της πολυω- 

      νυµικής εξίσωσης: 
 

P(x) = 0. 
 

3. Ρίζα ενός αριθµού (root of a number). Έστω α ένας µιγαδικός αριθµός και 

ν ένας φυσικός αριθµός διάφορος του µηδενός. Οι ρίζες της εξίσωσης: 
 

                                                        zν – α = 0     
  

         λέγονται νιοστές ρίζες του µιγαδικού αριθµού α.  

       

Παρατηρούµε ότι ο όρος «ρίζα» χρησιµοποιείται στα Μαθηµατικά κυρίως ως 

«ρίζα µιας εξίσωσης» αφού και στις περιπτώσεις 2 και 3 που αναφέρονται πα- 

ραπάνω η χρήση του όρου αυτού ανάγεται στη «ρίζα µιας εξίσωσης».  
 

                                                 
1
 Ο όρος «ρίζα» µιας εξίσωσης δεν χρησιµοποιείται µόνο στην ελληνική βιβλιογραφία αλλά και στη 

διεθνή. Για παράδειγµα, σε βιβλίο διεθνούς εµβέλειας (έκδοση Barron’s) που απευθύνεται σε µαθητές 

της ∆ευτεροβάθµιας Εκπαίδευσης αναφέρεται ο ορισµός: «Root (or solution) of an equation is a num- 

ber that makes the equation true when used in place of the variable». 
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Όπως γνωρίζουµε, η έννοια «ρίζα» παρουσιάζει µία διαθεµατικότητα και δη- 

λώνει ένα «αντικείµενο», το οποίο είναι βασικό, θεµελιώδες για κάποιο άλλο, 

π.χ. οι ρίζες ενός δένδρου, η ρίζα µιας λέξης, η ρίζα ενός δοντιού κλπ.  
 

Ερµηνεύοντας την διαθεµατικότητα της έννοιας της «ρίζας» πιστεύω πως χρη- 

σιµοποιείται στα Μαθηµατικά ως «ρίζα µιας εξίσωσης», επειδή ο αριθµός ή οι 

αριθµοί που επαληθεύουν µία εξίσωση αποτελούν τη βασική, την κεντρική ι- 

δέα της εξίσωσης, δηλαδή δεν θα είχε νόηµα η εξίσωση χωρίς τους αριθµούς 

αυτούς. Γι’ αυτό άλλωστε και ονοµάζονται ρίζες (στήριγµα, βάση) της εξί-

σωσης.  

Για παράδειγµα, τι νόηµα θα είχε η ισότητα: 
 

2
3 7 4 0x x− + = , 

 

αν δεν αναζητούσαµε τους πραγµατικούς αριθµούς που την επαληθεύουν;  
 

Βλέπουµε λοιπόν ότι µία εξίσωση υποδηλώνει τις ρίζες της ή µε άλλα λόγια 

ότι η έννοια της ρίζας µιας εξίσωσης στηρίζει την ίδια την έννοια της εξίσω- 

σης.  

 

Β.  Η νιοστή ρίζα ενός αριθµού και το σύµβολο ν  
 

Στη βιβλιογραφία θεωρώ πως υπάρχει µια σύγχυση σχετικά µε τον ορισµό της 

νιοστής ρίζας ενός µη αρνητικού πραγµατικού αριθµού και τη χρήση του συµ- 

βόλου ν .  Για παράδειγµα, στο σχολικό βιβλίο της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου 

αναφέρεται ο παρακάτω ορισµός: 

«Η ν-οστή ρίζα ενός µη αρνητικού αριθµού α συµβολίζεται µε aν  και είναι ο 

µη αρνητικός αριθµός
2
  που, όταν υψωθεί στην ν, δίνει τον α».   

 

Αντίθετα στο κεφάλαιο των Μιγαδικών Αριθµών της Άλγεβρας διαβάζουµε ότι 

νιοστή ρίζα ενός µιγαδικού αριθµού α λέγεται κάθε αριθµός που όταν υψωθεί 

στη ν δίνει τον α (δείτε βιβλίο Μαθηµατικών Θετικής και Τεχνολογικής Κα- 

τεύθυνσης Γ΄ Λυκείου). Στη συνέχεια στο ίδιο κεφάλαιο της Άλγεβρας διαβά-

ζουµε ότι κάθε µιγαδικός αριθµός α ≠ 0 έχει ν διαφορετικές νιοστές ρίζες και 

πως αν (cos sin )a iρ θ θ= +  είναι µια τριγωνοµετρική µορφή του α, όπου ρ το 

µέτρο του και θ ένα όρισµά του, τότε οι ν διαφορετικές νιοστές ρίζες του α δί- 

νονται από τον τύπο: 
 

2 2
cos sinz iν

κ
θ κπ θ κπρ

ν ν
 
 
 

+ +
= +   για  κ = 0, 1, …, ν – 1.      (1) 

 

∆ηµιουργείται λοιπόν το εξής παράδοξο:  
 

Αν, για παράδειγµα, πάρουµε τον αριθµό 81, τότε σύµφωνα µε τον ορισµό της 

νιοστής ρίζας που υπάρχει στο κεφάλαιο των Μιγαδικών αριθµών της Άλγε- 

βρας οι πραγµατικοί αριθµοί που είναι τετάρτης τάξεως ρίζες του 81 είναι το 3 

και το -3, ενώ σύµφωνα µε τον ορισµό που υπάρχει στο βιβλίο της Άλγεβρας 

της Α΄ Λυκείου τετάρτη ρίζα του 81 είναι µόνο το 3(!)  
 

                                                 
2
 “Αποδεικνύεται ότι υπάρχει και είναι µοναδικός”.   
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Νοµίζω πως η σύγχυση αυτή δηµιουργείται λόγω της χρήσης του συµβόλου 
ν . Άλλο θέµα είναι η νιοστή ρίζα ενός αριθµού ως έννοια και άλλο ο συµβο- 

λισµός. Το σύµβολο ν συµφωνήθηκε να χρησιµοποιείται µόνο για µη αρνη- 

τικούς πραγµατικούς αριθµούς και να έχει συναρτησιακό χαρακτήρα, δηλαδή 

µονοσήµαντο αποτέλεσµα, ώστε να µπορεί να χρησιµοποιείται και σε παρα- 

στάσεις. Έτσι λοιπόν συµφωνήθηκε µε το σύµβολο αυτό να παριστάνεται για 

κάθε µη αρνητικό πραγµατικό αριθµό α ο µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός 

που αποτελεί νιοστή ρίζα του α. Με αυτήν την έννοια χρησιµοποιείται και 

στον τύπο (1).  
 

Η τετραγωνική ρίζα ενός µιγαδικού αριθµού 
 

Σύµφωνα µε τον ορισµό της νιοστής ρίζας ενός µιγαδικού αριθµού κάθε µιγα- 

δικός αριθµός διάφορος του µηδενός έχει δύο τετραγωνικές ρίζες που είναι δύο 

αντίθετοι µιγαδικοί αριθµοί.  

Για παράδειγµα, οι τετραγωνικές ρίζες του µιγαδικού αριθµού 5 – 12i είναι οι 

µιγαδικοί 3 – 2i και -3 + 2i , αφού (3 – 2i )2 = (-3 + 2i )2 = 5 – 12i .  
 

Από αυτόν τον ορισµό δεν µπορούν να ξεφύγουν οι πραγµατικοί αριθµοί, α- 

φού το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι υποσύνολο του συνόλου των 

µιγαδικών. ∆ηλαδή κάθε πραγµατικός αριθµός διάφορος του µηδενός έχει δύο 

τετραγωνικές ρίζες, που είναι δύο αντίθετοι πραγµατικοί ή φανταστικοί αριθ- 

µοί.  

Για παράδειγµα, οι τετραγωνικές ρίζες του -25 είναι οι αριθµοί 5i και -5i, αφού 

(5i)2 = (-5i)2 = -25 και οι τετραγωνικές ρίζες του 25 είναι οι αριθµοί 5 και -5, 

αφού (5)2 = (-5)2 = 25.   

Με το σύµβολο  της τετραγωνικής ρίζας παριστάνεται µόνο η θετική τετρα- 

γωνική ρίζα του 25, δηλαδή γράφουµε: 25 5= .   

 

Γ.  Απάντηση του ερωτήµατος 
 

Ας έλθουµε τώρα στο ερώτηµά µας:  

Μπορεί να χρησιµοποιείται το σύµβολο ν  για κάθε µιγαδικό αριθµό;  
 

Εάν η διεθνής µαθηµατική κοινότητα συµφωνήσει να επεκταθεί η χρήση του 

συµβόλου ν γενικά για κάθε µιγαδικό αριθµό, τότε ναι, µπορεί να χρησιµο- 

ποιείται. Προσωπικά δεν γνωρίζω αν έχει συµφωνηθεί κάτι τέτοιο. Βλέπω ό- 

µως ότι χρησιµοποιείται το σύµβολο ν σε κάποια πανεπιστηµιακά συγγράµ- 

µατα και για µιγαδικούς αριθµούς και µάλιστα χωρίς συναρτησιακό χαρα- 

κτήρα! 
 

Αν συµφωνηθεί να χρησιµοποιείται το σύµβολο ν και για µιγαδικούς αριθ- 

µούς, τότε για κάθε µιγαδικό αριθµό α ≠ 0 θα πρέπει µε το σύµβολο αυτό να 

παριστάνεται αποκλειστικά και µόνο η νιοστή ρίζα του α που προκύπτει από 

τον τύπο (1) για κ = 0 και θ = Arg(α) (το πρωτεύον όρισµα του µιγαδικού 

αριθµού α). Αυτό, για να είναι η γενίκευση της χρήσης του ν  συνεπής προς 

τους κανόνες µιας γενίκευσης και εποµένως ορθή. ∆ηλαδή, αν χρησιµοποιηθεί 

το σύµβολο ν σύµφωνα µε τον γενικό κανόνα για έναν µη αρνητικό πραγ- 

µατικό αριθµό να δίνει ως αποτέλεσµα τον αριθµό που γνωρίζουµε. Για να 

γίνει περισσότερο κατανοητό αυτό ας δούµε ένα παράδειγµα.  
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Παράδειγµα: Ο αριθµός 81 µπορεί να γραφτεί και ως εξής: 
 
 

                                            81 81(cos0 sin 0)i= + , 
 

δηλαδή σε τριγωνοµετρική µορφή χρησιµοποιώντας το πρωτεύον όρισµά του, 

που είναι 0 rad. Με αυτό το όρισµα οι τέσσερις διαφορετικές τετάρτης τάξεως 

ρίζες του 81 στο σύνολο των µιγαδικών αριθµών δίνονται από τον τύπο:  
 

4 4

2 2
3 cos sinz iκ

κπ κπ 
 
 

= +   για  κ = 0, 1, 2, 3. 

 

Πιο συγκεκριµένα: 

για κ = 0 προκύπτει ο αριθµός  z0 = 3,  

για κ = 1 προκύπτει ο αριθµός  z1 = 3i,  

για κ = 2 προκύπτει ο αριθµός  z2 = -3      και  

για κ = 3 προκύπτει ο αριθµός  z3 = -3i.  
 

Με το σύµβολο 4 από τις τέσσερις τετάρτης τάξεως ρίζες του 81 παριστάνε- 

ται µόνο η µη αρνητική πραγµατική ρίζα, που είναι ο αριθµός 3, δηλαδή γρά- 

φουµε: 
4 81 3= . 

 

Παρατηρούµε ότι ο αριθµός 3 προκύπτει από τον παραπάνω τύπο για κ = 0.  
 

Αν λοιπόν γενικευθεί η χρήση του συµβόλου ν , θα πρέπει να ισχύει το ίδιο 

και για κάθε µιγαδικό αριθµό α διάφορο του µηδενός και για οποιασδήποτε τά- 

ξεως ρίζα, δηλαδή µε το σύµβολο ν θα παριστάνεται η νιοστή ρίζα του α που 

προκύπτει από τον τύπο (1) για  θ = Arg(α)  και για  κ = 0.  Έτσι, θα γράφουµε: 
 

( ) ( )
| | cos sin

Arg Arg
a a iν ν α α

ν ν
 
 
 

= + . 

 

Η χρήση του συµβόλου ν για αρνητικούς πραγµατικούς αριθµούς 
 

Επειδή για κάθε αρνητικό πραγµατικό αριθµό α είναι Arg(α) = π rad, σύµφωνα 

µε τον παραπάνω τύπο για κάθε πραγµατικό αριθµό α < 0 και για κάθε φυσικό 

αριθµό ν > 0 θα γράφουµε: 
  

| | cos sina a iν ν π π
ν ν

 
 
 

= + .      (2) 

 

Έτσι, για την τετραγωνική ρίζα ενός αρνητικού πραγµατικού αριθµού α θα 

γράφουµε:  

| |
2 2

cos siniα α
π π 

 
 

= + = ( )| | ,ia ⋅  

 

π.χ. 49 49 7i i− = ⋅ = .  Οπότε θα µπορούµε να γράφουµε και 1 i− = . 
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Σηµείωση: Σε πολλά βιβλία (και στο σχολικό) βλέπουµε ότι χρησιµοποιείται 

ο τελευταίος συµβολισµός, δηλαδή αναφέρεται ότι: 1 i− = . Μπορούµε να 

πούµε λοιπόν ότι οι συγγραφείς αυτών των βιβλίων δέχονται άτυπα τη γενί- 

κευση χρήσης του συµβόλου ν της νιοστής ρίζας, που αναφέρθηκε παραπά- 

νω.     
 

Τέλος, ενδιαφέρον παρουσιάζουν και οι ρίζες περιττής τάξεως των αρνητικών 

πραγµατικών αριθµών που θα συµβολίζονται µε το σύµβολο ν της νιοστής 

ρίζας, αν γενικευθεί η χρήση του.  

Για παράδειγµα, αν α = -8 και ν = 3, τότε σύµφωνα µε τον τύπο (2) θα 

γράφουµε: 
 

3 3 1 3
8 8 2 1 3

3 3 2 2
cos sini i i

π π   − = = = +       
+ +  

 

και όχι  3 8 2− = −   που ίσως περίµενε κάποιος. 

 
Σύµφωνα λοιπόν µε το πνεύµα της παραπάνω γενίκευσης, αν ο τύπος µιας 

πραγµατικής συνάρτησης πραγµατικής µεταβλητής περιέχει κάποιο ριζικό πε- 

ριττής τάξεως, τότε το υπόρριζο δεν µπορεί να είναι αρνητικός αριθµός, όπως 

ακριβώς και στην περίπτωση ριζικών άρτιας τάξεως. 

 

 

 

 

 

 


